
1

﴿60﴾

.ئپاره څومره مو چې وس وي قوت تیار کړد هغوی لاو : الله تعالی فرمایې
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” “

و د درې ګونو انتیګرالون

نهد   ځینو تطبیقاتو څېړ
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خلقتددی،مخلوقغورهکائناتودچېانساننامه؛سپېڅليپهخالقخلاقد

درېلالهڅېړنواوتفکردکېطبیعتاونړۍپهوسيلهپهپوهېاوعلمدیېموخه

اوړنهڅېکوي،پیلکړهزدهپهسمسرهزوکړيلهخوځکهنودي،پېژندلخالقخپل

.راوړيلاستهپوههاوعلمکېپړاوونوبېلابېلوپهژوندداوکويپلټنه

څېړنهکېهغوپهاوعلوملپارهپرمختګاوودېدټولنېهرېدکېنړۍنننۍپه

ټول.ويتضمینپیشرفتپسېپرلهکېوادېههرپهچېهدڅخهمحورونواصليله

د،ژنوېپتوګهپهپرمختګدعلومودکېدورومختلفوپهتاریخدیېموږچېڅههغه

دکېیووروستدېپه)ټکنالوژينويتخنیک،صنعت،علوم،معاصر:ډولپهبېلګي

(James Web Space Telescopeدکېهغوپهاوکائناتودمرستهپه

پېړیودپرمختګونهټولنړۍاوسنۍداو(انځورونهشوياخیستلڅخهکهکشانونو

کېژوندورځنياوطبیعتکائناتو،پهچېدهپایلههڅودخلکوهغودکېاوږدوپه

.دههمغوښتنهاسلامدداچېوهکړيغورهلارهړنېېڅدیې



5 اواداقتصصنعت،ټکنالوژي،تخنیک،ساینس،،تمدننننېپه...

تهکچېحیرانتیادکارَوَنهعمليپراخهریاضیاتودکېبرخونورو

اوسیاسياقتصادي،اجتماعي،فرهنګي،ډېریدورځنن.دهرسېدلي

ېږي،کاخیستلګټهڅخهریاضیاتولهلپارهحلدستونزونوروداسې

مليعنسبتا ًواسطهپهریاضيدتهمسایلوډولدغهوختاکثرهځکه

چېدهکافيلپارهتشخیصدرولدریاضیاتود.کېږيترلاسهځواب

توغندیوو،بېړیالوتکو،اورګاډو،موټرو،موټرسایکلونو،بایسکلونو،موږ

کمپیوټرونو،و،ټیلیفونونټلویزیونونو،اوراډیوګانوسینماګانو،،(راکټونو)

.وکړوکتنهځغلندهیوهتهوسایلونوروداسېاوانټرنیټ



حقیقتپهچېدیکالکولسهمیوڅخهبرخومهمولهدریاضیاتو...

لريېبرخمهمېدوهکالکولس.کېږيبللریاضیاتبدلوناوحرکتدکې

Differentialکالکولسدیفرانسیلیېیوهچې Calculusانتیګرالیېبلهاو

Integralکالکولس Calculusهپاومشتقکېکالکولسدیفرانسیلپه.ده

ګونيدرېډول،ورتهپه.کېږيمطالعهانتیګرالکېکالکولسانتیګرال

طبیعيدچېديڅخهموضوعاتومهمولهکالکولسانتیګرالدانتیګرالونه

پراخهپهېکبرخوبېلابېلوپهانجنیرياوفزیکدتوګهځانګړېپهعلومو،

هلهغویدانتیګرالونهنوموړېکېرسالهدېپهچېکېږيکارولکچه

.ديشويڅېړلډولاړخیزهرپهسرهتطبیقاتوځینو
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لرغوني دوره

منځنۍ دوره

 دورمعاصره

 په دیکارتي مختصاتو کې درې ګوني انتیګرالونه

په استوانوي مختصاتو کې درې ګوني انتیګرالونه

په کُــروي مختصاتو کې درې ګوني انتیګرالونه

د ډایورژنس قضیه
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I

په دیکارتي مختصاتو کې د حجم ترلاسه کول

په استوانوي مختصاتو کې د حجم ترلاسه کول

په کــروي مختصاتو کې د حجم ترلاسه کول

II

د یو جسم کتله، ستاتیکي مومنټونه او د کتلې مرکز

د یو جسم انرشیایي مومنټونه

III

 ښودنهد درې ګونو انتیګرالونو د محاسبوي اسانتیاوو

د درې ګونو انتیګرالونو د تطبیقي مؤثریت ارزونه
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I

II.

هند

ختیځمنځنی

III

دورهمعاصرهلومړنۍ

دورهمعاصرهوروستۍ
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Description of the Triple integral’s Concepts

I

.دی𝒗𝒌∆پهًکوچنیوًمستطیلوًټوټوًدًیوًجسمًوېشنهًښيې،ًچېًدًهرېًیوېًحجمً:شکل𝟏.
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سرتهلپارهمستطیلونومکعبnدپروسهداټاکو،ټکییو(𝒙𝒌,𝒚𝒌,𝒛𝒌)دکېمستطیلمکعبهرپهږمو

راوړولاستهمجموعهلاندېاورسوو

𝑺𝒏 =  

𝒌=𝟏

𝒏

𝑭(𝒙𝒌, 𝒚𝒌, 𝒛𝒌) ∙ ∆𝒗𝒌 (𝟏)

𝑷کېږينژدېتهصفرنورموېشنېدشي،زیاتنهایتبې𝒏شمېرمستطیلونومکعبدکه → پهنو،𝟎

𝑭دپرمخناحیې𝑫دتهلیمټدغهچېکېږينژدېتهقیمتلیمټيیو𝑺𝒏مجموعهپورتهکېحالتدې

کېږيلیکلداسېاووایېانتیګرالګونیدرې

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝑺𝒏 = 
𝑫

𝑭 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽 یا 𝐥𝐢𝐦
𝑷 →𝟎

𝑺𝒏 = 
𝑫

𝑭(𝒙, 𝒚, 𝒛) 𝒅𝒙𝒅𝒚𝒅𝒛 (𝟐)

پهنووي،متماديپرمخ𝑫ناحیېشوېمحدودېدواسطهپهجسمیودتابع𝑭دچېريکه

پهديمساويباندې𝑫پهانتیګرالګونېدرې𝑭دکېحالتدې

 
𝑫

𝑭 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽 = 𝐥𝐢𝐦
𝑷 →𝟎

𝑺𝒏 = 𝐥𝐢𝐦
𝑷 →𝟎

 

𝒌=𝟏

𝒏

𝑭(𝒙𝒌, 𝒚𝒌, 𝒛𝒌) ∙ ∆𝒗𝒌
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Triple Integrals in Cylindrical and Spherical Coordinates

I.

𝑽∆ټوټيًتقریبيًحجمًداستوانويً:شکل.2 = ∆𝒛 𝒓 ∆𝒓 𝜽

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝑺𝒏 = 
𝑫

𝒇(𝒓, 𝜽, 𝒛)𝒅𝑽 = 
𝑫

𝒇(𝒓, 𝜽, 𝒛)𝒅𝒛𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽 (𝟑)

II.

دًیوًمکعبًلهًحجمًسرهًمساويًدیًدکرُويًټوېًحجمً: شکل. 3 تقریباً 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝑺𝒏 = 
𝑫

𝒇(𝝆,𝝓, 𝜽)𝒅𝑽 = 
𝑫

𝒇 𝝆,𝝓,𝜽 𝝆𝟐𝒔𝒊𝒏𝝓𝒅𝝆𝒅𝝓𝒅𝜽 (𝟒)
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.1

ي استوانوي مختصات دیکارت

مختصاتو ته

ي کُروي مختصات دیکارت

مختصاتو ته

ي کُروي مختصات استوانو

مختصاتو ته

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃𝑥 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜙𝑐𝑜𝑠𝜃𝑟 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜙

𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜙𝑠𝑖𝑛𝜃𝑧 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜙

𝑧 = 𝑧𝑧 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜙𝜃 = 𝜃

:لپارهًاړوندًفورمولونه𝑑𝑉ګونيًانتیګرالًکېًدًحجمًدیفرانسیلًپهًدرې

پهًکُرويًمختصاتوًکېېپهًاستوانويًمختصاتوًکپهًدیکارتيًمختصاتوًکې

𝑑𝑉 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑉 = 𝑑𝑧𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑉 = 𝜌2𝑠𝑖𝑛𝜙𝑑𝜌𝑑𝜙𝑑𝜃



𝐠او𝒇(𝒙,𝒚,𝒛)ديرًېچکه 𝒙,𝒚,𝒛دتوابع𝑫ويمنونکيانتیګرالباندېناحیهپه،
.ديسمېاړیکېلاندېکېحالتدېپهنو

𝟏. 
𝑫

𝒄 𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽 = 𝒄 
𝑫

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽

𝟐. 
𝑫

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 + 𝐠 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽 = 
𝑫

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽 + 
𝑫

𝐠 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽

𝟑. 
𝑫

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 − 𝐠 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽 = 
𝑫

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽 − 
𝑫

𝐠 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽

𝟒. 
𝑫

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽 = 
𝑫𝟏

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽 + 
𝑫𝟐

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽

𝟓. 
𝑫

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽 = 
𝑫

𝟏𝒅𝑽 = 
𝑫

𝒅𝑽 = 𝑽 𝑫 ;  

𝒌=𝟏

𝒏

∆𝒗𝒌 = 𝑽

14



15

𝐅𝐮𝐛𝐢𝐧𝐢’𝐬بڼهسادهقضیېفوبینيد1 𝐓𝐡𝐞𝐨𝐫𝐞𝐦 𝐒𝐢𝐦𝐩𝐥𝐞 𝐅𝐨𝐫𝐦:

ناحیهمستطیليیوهپهتابع𝒇دچېريکه:چېبیانويبڼهسادهقضیېيفوبیند

𝑫 = 𝒂,𝒃 × 𝒄,𝒅 × 𝒌,𝒍یېباندېناحیهنوموړيپهنووي،متماديباندې

پهدیمساويانتیګرالګونیدرې

 
𝑫

𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) 𝒅𝑽 =  
𝒂

𝒃

 
𝒄

𝒅

 
𝒌

𝒍

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝒙𝒅𝒚𝒅𝒛 (5)

د)ته𝒙نظرلومړیموږچېدیمعنادېپهانتیګراللوريښيدکېاړیکهپورتهپه

𝒚او𝒛نظربیا،(سرهساتلوثابتپه𝒚دته(د𝒙او𝒛سرهساتلوثابتپه)پایپهاو

.دینیولیانتیګرال(سرهساتلوثابتپه𝒚او𝒙د)دته𝒛نظرموکې
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2.:𝑭𝒖𝒃𝒊𝒏𝒊’𝒔 𝑻𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎 𝑮𝒆𝒏𝒆𝒓𝒂𝒍 𝑭𝒐𝒓𝒎

𝒇دېريچکه 𝒙,𝒚,𝒛دتابع𝑫نووي،متماديباندېناحیهپه
𝒛دسرهترتیبپهڅخهخواښکتهاوپورتهلهچېويناحیهیوهکېمستويپه𝐱𝐲د𝐃چېريکه.𝟏 = 𝒈𝟐 𝒙,𝒚او

𝒛 = 𝒈𝟏 𝒙,𝒚اوويشوېهمحدودواسطهپهسطحو𝐑ډوللومړیتهناحیېدېنووي،ارتسامېهغدکېمستويیادهپه
پهدیمساويیېانتیګرالاووایېناحیه

 
𝑫

𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) 𝒅𝑽 = 
𝑹

 
𝒈𝟏 𝒙,𝒚

𝒈𝟐 𝒙,𝒚

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝒛 𝒅𝑨 (𝟔)

𝐱ديلورًلهشادچېويناحیهیوهیوکېمستويپه𝐲𝐳د𝐃چېريکه.𝟐 = 𝐠𝟐 𝐲,𝒛دخوالهمخېداو𝐱 = 𝐠𝟏 𝐲,𝒛
انتیګرالاودهناحیهډولدوهمناحیهدغهنووي،ارتسامکېمستويپه𝐱𝐲ديې𝐑اوويشوېمحدودهواسطهپهسطحې

کېږيمحاسبهداسېیې

 
𝑫

𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) 𝒅𝑽 = 
𝑹

 
𝒈𝟏 𝒚,𝒛

𝒈𝟐 𝒚,𝒛

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝒙 𝒅𝑨 (𝟕)

𝒚دڅخهلوريکیڼدچېويناحیهیوهکېمستويپه𝐱𝐳د𝑫چېريکه.𝟑 = 𝒈𝟏 𝒙,𝒛دنهخواښيلهاو
𝒚 = 𝒈𝟐 𝒙,𝒛اوويشوېمحدودهواسطهپهسطحې𝐑ديې𝐱𝐳ډولدرېيمناحیهیادهنووي،ارتسامباندېمستويپه

دیداسېیېانتیګرالچېدهناحیه

 
𝑫

𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) 𝒅𝑽 = 
𝑹

 
𝒈𝟏 𝒙,𝒛

𝒈𝟐 𝒙,𝒛

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝒚 𝒅𝑨 (𝟖)
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𝑫 دغواړو:مثال.1
𝒛 𝒅𝑽دچېقیمتانتیګــرال𝐷دکېربعهلومړیپهجسم𝒛 = 𝟏𝟐𝒙𝒚اوسطحې

𝑦 = 𝑥, 𝑥 = .کړوترلاسهوي،شویمحدودواسطهپهګانومستوي1

رو،شمېانتیګرالګونیدرېیوموږچېکلهیعنېرسموو؛ګرافمرتسمدهغېداوناحیه𝐷دموږلومړی:حل

په𝑥𝑦دلپارهناحیېډوللومړییوېدبلاوشکل𝐷(4a)جسمدیو:کړورسمګرافونهدوهچېدهداغورهنو

𝑧دسرحدښکتنی𝐷جسمد.شکل(4b)ګرافمرتسمدهغېدکېمستوي = 𝑧دیېسرحدپورتنیاو0

= 12𝑥𝑦مخېلهاړیکې(4)دموږنوده،سطحهg1 𝑥,𝑦 = g2او0 𝑥,𝑦 = 12𝑥𝑦دهوړیادولود.کاروو

تعریفوويېداسېچېدهناحیهمثلثيیوه،سمسرهشکل(5b)د𝑅مرتسم𝐷دباندېمستويپه𝑥𝑦دچې

𝑫 =  𝒙, 𝒚, 𝒛 𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟏, 𝟎 ≤ 𝒚 ≤ 𝟏, 𝟎 ≤ 𝒛 ≤ 𝟏𝟐𝒙𝒚

(a)                                                                                          (b)

ښيېًجسمًاوًدًهغهًدًمرتسم𝑫ًدً: شکل. 4



18

اسبهًکړودًتعریفًلهًمخېًدًلومړیًډولًناحيېًپهًتوګه،ًراکړلًشویًانتیګرالًکولایًشوًپهًلاندېًډولًمح𝑫دً

 
𝑫

𝒛 𝒅𝑽 =  
𝟎

𝟏

 
𝟎

𝒙

 
𝟎

𝟏𝟐𝒙𝒚

𝒛 𝒅𝒛 𝒅𝒚𝒅𝒙

=  
𝟎

𝟏

 
𝟎

𝒙 𝒛𝟐

𝟐
𝒛=𝟎

𝒛=𝟏𝟐𝒙𝒚

𝒅𝒚𝒅𝒙

=
𝟏

𝟐
 
𝟎

𝟏

 
𝟎

𝒙

𝟏𝟐𝒙𝒚 𝟐𝒅𝒚𝒅𝒙

= 𝟕𝟐 
𝟎

𝟏

 
𝟎

𝒙

𝒙𝟐𝒚𝟐 𝒅𝒚 𝒅𝒙

= 𝟕𝟐 
𝟎

𝟏

𝒙𝟐
𝒚𝟑

𝟑
𝒚=𝟎

𝒚=𝒙

𝒅𝒙

= 𝟐𝟒 
𝟎

𝟏

𝒙𝟓 𝒅𝒙

= 𝟐𝟒
𝒙𝟔

𝟔
𝒙=𝟎

𝒙=𝟏

= 𝟒.
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ړو؛غواړوًچېًلاندېًانتیګرالًدًاستوانويًمختصاتوًپهًکارولوًسرهًمحاسبهًک: . 2

 
−𝟐

𝟐

 
− 𝟒−𝒙𝟐

𝟒−𝒙𝟐

 
𝒙𝟐+𝒚𝟐

𝟐

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 𝒅𝒛 𝒅𝒚 𝒅𝒙 =?

.دیمنستونزًخوراکېمختصاتودیکارتيپهکولسادهانتیګرالپورتهدچېګورو:حل

په𝒙𝒚دارتسامناحیېدچېدیانتیګرالګونیدرېیوپرمخ𝑫دانتیګرالمکرردغه

𝒙𝟐سمسرهشکل(7)دباندېمستوي + 𝒚𝟐 ≤ دسطحهښکتنۍېناحیددی،𝟒

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐،دیېسطحهپورتنۍمخروط𝒛 = دهشویتعریفداسېاودهمستوي𝟐

𝑫 =  𝒙, 𝒚, 𝒛 −𝟐 ≤ 𝒙 ≤ 𝟐,− 𝟒 − 𝒙𝟐 ≤ 𝒚 ≤ 𝟒 − 𝒙𝟐 , 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 ≤ 𝒛 ≤ 𝟐

ښييًارتسامًېاوًدًهغ𝑫دًانتیگرالًنیولوًناحیهً: شکل. 5



استوانويپهناحیه𝑫دلومړیپاره،لمحاسبېدانتیګرالپورتهدکېمختصاتواستوانويپه
ښیوکېمختصاتو

𝑫 = 𝒓, 𝜽, 𝒛 | 𝟎 ≤ 𝜽 ≤ 𝟐𝝅, 𝟎 ≤ 𝒓 ≤ 𝟐, 𝒓 ≤ 𝒛 ≤ 𝟐
اوسًدًراکړلًشويًانتیګرالًقیمتًداسېًترلاسهًکوو

 
−𝟐

𝟐

 
− 𝟒−𝒙𝟐

𝟒−𝒙𝟐

 
𝒙𝟐+𝒚𝟐

𝟐

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 𝒅𝒛 𝒅𝒚 𝒅𝒙 = 
𝑫

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 𝒅𝑽

=  
𝟎

𝟐𝝅

 
𝟎

𝟐

 
𝒓

𝟐

𝒓𝟐 𝒅𝒛 𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽

=  
𝟎

𝟐𝝅

𝒅𝜽 
𝟎

𝟐

𝒓𝟑 𝒛 𝒓
𝟐𝒅𝒓

=  
𝟎

𝟐𝝅

𝒅𝜽 
𝟎

𝟐

𝒓𝟑 𝟐 − 𝒓 𝒅𝒓

= 𝟐𝝅
𝟏

𝟐
𝒓𝟒 −

𝟏

𝟓
𝒓𝟓

𝟎

𝟐

=
𝟏𝟔

𝟓
𝝅.

20
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𝑫 دغهغواړو:3

𝒆 𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐
 𝟑 𝟐
𝒅𝑽چېداسېکړو،محاسبهانتیګرال𝑫کُرهواحده)توپواحد

.دهشوېتعریفډوللاندېپهاو(دهواحدیویېشعاعچېکُرههغهیا

𝑫 = 𝒙, 𝒚, 𝒛 | 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 ≤ 𝟏

څرنګه.وييکوونکستړيډېرهپرته،څخهمختصاتوکُرويلهبهمحاسبهانتیګرالګونيدرېپورتهد:حل

چېلرواخیستنهګټهپهڅخهمختصاتوکُرويلهنوده،کُرهیوهسرحد𝑫دچې

𝑫 = 𝝆, 𝜽,𝝓 | 𝟎 ≤ 𝝆 ≤ 𝟏, 𝟎 ≤ 𝜽 ≤ 𝟐𝝅, 𝟎 ≤ 𝝓 ≤ 𝝅

𝒙𝟐لهًبلًلوريًڅخهً + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 = 𝝆𝟐دی،ًنوًترلاسهًکووًچې

 
𝑫

𝒆 𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐
 𝟑 𝟐
𝒅𝑽 =  

𝟎

𝝅

 
𝟎

𝟐𝝅

 
𝟎

𝟏

𝝆𝟐𝒆 𝝆𝟐
 𝟑 𝟐
𝝆𝟐𝒔𝒊𝒏𝝓𝒅𝝆𝒅𝜽𝒅𝝓

=  
𝟎

𝝅

𝒔𝒊𝒏𝝓𝒅𝝓 
𝟎

𝟐𝝅

𝒅𝜽 
𝟎

𝟏

𝝆𝟐𝒆𝝆
𝟑
𝒅𝝆

= −𝒄𝒐𝒔𝝓

𝟎

𝝅

𝜽

𝟎

𝟐𝝅 𝟏

𝟑
𝒆𝝆

𝟑

𝟎

𝟏

=
𝟒

𝟑
𝝅 𝒆 − 𝟏 .
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The Divergence Theorem

𝑭که = 𝑴𝒊 + 𝑵𝒋 + 𝑷𝒌اتومشتققسميترتیبلومړییېمؤلفېچېويساحهوکټوريداسېیوه

دڅخهسطحېله𝑺دجریانوتونکی𝑭دنووي،سطحهلرونکيجهتاوتړليهمواره،یوه𝑺اوويلرونکي

دساحېدپرمخ𝑫ناحيېشويمحدودېدواسطهپهسطحېدجهت،پهوکټورنورمال𝒏دسطحې

یعنېدی،مساويسرهانتیګرالګونيدرېلهډایورژنس

 
𝑺

𝑭 ∙ 𝒏 𝒅𝝈

𝑶𝒖𝒕𝒘𝒂𝒓𝒅 𝒇𝒍𝒖𝒙

=  
𝑫

𝛁 ∙ 𝑭 𝒅𝑽

𝑫𝒊𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆𝒏𝒄𝒆 𝑰𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒍

=  
𝑫

𝒅𝒊𝒗 𝑭 𝒅𝑽

𝑫𝒊𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆𝒏𝒄𝒆 𝑰𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒍

(𝟗)

پهچېدهمعنیدېپهدانوشي،صفرډایورژنسساحېوکټوريیوېدچېريکهچېوړدهیادولود

.دیمساويسرهجریان(خروجي)وتونکيدڅخههغېلهجریانوروديباندېناحیه

دًډایورژنسًقضیهًځینېًوختًداسېًهمًلیکلًکېږي

 
𝑺

𝑭 ∙ 𝒏 𝒅𝝈

𝑶𝒖𝒕𝒘𝒂𝒓𝒅 𝒇𝒍𝒖𝒙

=  
𝑫

𝛁 ∙ 𝑭 𝒅𝑽

𝑫𝒊𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆𝒏𝒄𝒆 𝑰𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒍

=  
𝑫

𝒅𝒊𝒗 𝑭 𝒅𝑽

𝑫𝒊𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆𝒏𝒄𝒆 𝑰𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒍

(𝟏𝟎)
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1.

𝑭کېړیکها(𝟐)یعنېتعریف؛پهانتیګرالګونېدرېدچېرتهکه 𝒙,𝒚,𝒛 = پهنونیسو،وکېپامپه𝟏

𝒇کېمختصاتواستوانويپهکهډول،ورتهپه.راځيلاستهحجمناحیې𝑫دکېحالتدې 𝒓,𝜽,𝒛 = و𝟏

کېمختصاتوکرُويپهکههمدارنګه،.کېږيترلاسهحجمناحیې𝑫دمخېلهاړیکې(𝟕)دنونیسو،

𝒇 𝝆,𝝓,𝜽 = .حاصلېږيحجمناحيې𝑫دمخېلهاړیکې(𝟏𝟎)دنوټاکو،و𝟏

𝑽 = 
𝑫

𝟏 𝒅𝑽 = 
𝑫

𝒅𝒙 𝒅𝒚 𝒅𝒛 (𝟏𝟎)

𝑽 = 
𝑫

𝟏 𝒅𝑽 = 
𝑫

𝒅𝒛 𝒓𝒅𝒓𝒅𝜽 (𝟏𝟏)

𝑽 = 
𝑫

𝟏 𝒅𝑽 = 
𝑫

𝝆𝟐𝒔𝒊𝒏𝝓𝒅𝝆𝒅𝝓𝒅𝜽 (𝟏𝟐)



24 𝒛دچېکووترلاسهحجمناحیېهغهد:مثال.4 = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒚𝟐او𝒛 = 𝟖 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐پهسطحو

.ويشويمحصورواسطه
.  سرهًسمًرسمووشکلً( 6)دًدًانتیګرالًدًپولوًدًترلاسهًکولوًلپارهًلومړیًدًانتیګرالًنیولوًناحیهً: حل

ناحیهًچېًدًدوهًپارابولوئيدونوًپهًواسطهًمحصورًشویًدهًښيي𝑫ًدً:شکل. 6
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حجمًمساويًدیًپه𝑫ېًدًجسمًدًشکلًلهًمخنوً

𝑽 = 
𝑫

𝒅𝒛 𝒅𝒚 𝒅𝒙

=  
−𝟐

𝟐

 
−  𝟒−𝒙𝟐 𝟐

 𝟒−𝒙𝟐 𝟐

 
𝒙𝟐+𝟑𝒚𝟐

𝟖−𝒙𝟐−𝒚𝟐

𝒅𝒛 𝒅𝒚 𝒅𝒙

=  
−𝟐

𝟐

 
−  𝟒−𝒙𝟐 𝟐

 𝟒−𝒙𝟐 𝟐

𝟖 − 𝟐𝒙𝟐 − 𝟒𝒚𝟐 𝒅𝒚 𝒅𝒙

=  
−𝟐

𝟐

𝟖 − 𝟐𝒙𝟐 𝒚 −
𝟒

𝟑
𝒚𝟑

−  𝟒−𝒙𝟐 𝟐

 𝟒−𝒙𝟐 𝟐

𝒅𝒙

=  
−𝟐

𝟐

𝟐 𝟖 − 𝟐𝒙𝟐  𝟒 − 𝒙𝟐 𝟐 −
𝟖

𝟑
 𝟒 − 𝒙𝟐 𝟐

 𝟑 𝟐 𝒅𝒙

=  
−𝟐

𝟐

𝟖
𝟒 − 𝒙𝟐

𝟐

 𝟑 𝟐

−
𝟖

𝟑

𝟒 − 𝒙𝟐

𝟐

 𝟑 𝟐

𝒅𝒙

=
𝟒 𝟐

𝟑
 
−𝟐

𝟐

𝟒 − 𝒙𝟐
 𝟑 𝟐
𝒅𝒙 ; 𝒙 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝒖

= 𝟖𝝅 𝟐.
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𝒛دًکُرويًمختصاتوًپهًکارولوًسرهًدًهغهًجسمًحجمًچېًدً: مثال. 5 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐ًمخروط

𝒙𝟐لهًپاسهًاوًدً + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 = 𝒛ًپهًڅېرًپروتًدی،ًلاستهًراوړوشکلً( 7)کُرېًلاندېًد.

(a)                                                                   (b)

,𝟎,𝟎)دیېمرکزاوتېرېږيڅخهمبداءلهکرُهچېويموپام:حل  𝟏 لیکوداسېمعادلهکرُېدموږنودی،ټکی𝟐

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 = 𝒛 => 𝝆 𝟐 = 𝝆 𝒄𝒐𝒔𝝓 => 𝝆 = 𝒄𝒐𝒔𝝓

یعنېلیکو؛هممعادلهمخروطدډول،ورتهپه

𝒛 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 => 𝝆 𝒄𝒐𝒔𝝓 = 𝝆 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝝓 𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽 + 𝝆 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝝓 𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽 = 𝝆 𝒔𝒊𝒏𝝓

𝝆 𝒄𝒐𝒔𝝓 = 𝝆 𝒔𝒊𝒏𝝓 => 𝒄𝒐𝒔𝝓 = 𝒔𝒊𝒏𝝓 => 𝝓 =  𝝅 𝟒 .

ېًدًمخروطًلهًپاسهًاوًدًکُرېًلاندېًپروتًدیًچجسمهغهً: شکل.  7
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،ًدً ناحیهًپهًکُرويًمختصاتوًکېًپهًلاندېًډولًبیانېږي𝑫بناء 

𝑫 = 𝝆, 𝜽,𝝓 | 𝟎 ≤ 𝜽 ≤ 𝟐𝝅, 𝟎 ≤ 𝝓 ≤  𝝅 𝟒 , 𝟎 ≤ 𝝆 ≤ 𝒄𝒐𝒔𝝓

پهًدېًتوګه،ًدًجسمًحجمًمساويًدیًپه

𝑽 = 
𝑫

𝒅𝑽 = 
𝑫

𝝆𝟐 𝐬𝐢𝐧𝝓𝒅𝝆𝒅𝝓𝒅𝜽

=  
𝟎

𝟐𝝅

 
𝟎

 𝝅 𝟒

 
𝟎

𝒄𝒐𝒔𝝓

𝝆𝟐 𝐬𝐢𝐧𝝓𝒅𝝆𝒅𝝓𝒅𝜽

=  
𝟎

𝟐𝝅

𝒅𝜽 
𝟎

 𝝅 𝟒

𝐬𝐢𝐧𝝓
𝝆𝟑

𝟑
𝝆=𝟎

𝝆=𝒄𝒐𝒔𝝓

𝒅𝝓𝒅𝜽

=
𝟐𝝅

𝟑
 
𝟎

 𝝅 𝟒

𝐬𝐢𝐧𝝓𝒄𝒐𝒔𝟑𝝓𝒅𝝓

=
𝟐𝝅

𝟑
−
𝒄𝒐𝒔𝟒𝝓

𝟒
𝟎

 𝝅 𝟒

=
𝝅

𝟖
.



35
Bumpy Sphere and It’s Volume:دهدامعادلهعموميکرُېناهموارې

𝝆 𝜽,𝝓 = 𝟏 +
𝟏

𝟓
𝐬𝐢𝐧 𝒎𝜽 𝐬𝐢𝐧(𝒏𝝓) = 𝟏 + 𝐫 𝐬𝐢𝐧 𝒎𝜽 𝐬𝐢𝐧(𝒏𝝓) ; 𝒓 =

𝟏

𝟓
راوړولاستهمخېلهاړیکيلاندېدشوکولایحجم.ديعددونهتاممثبت𝒏او𝒎کېهغېپهچې

𝑽 =  
𝝓𝟏

𝝓𝟐

 
𝜽𝟏

𝜽𝟐

 
𝟎

𝟏+𝐫 𝐬𝐢𝐧 𝒎𝜽 𝐬𝐢𝐧(𝒏𝝓)

𝝆𝟐𝒔𝒊𝒏𝝓 𝒅𝝆𝒅𝜽𝒅𝝓 (𝟏𝟔)

𝑫 =  𝝆, 𝜽, 𝝓 𝟎 ≤ 𝝆 ≤ 𝟏 +  𝟏 𝟓 𝒔𝒊𝒏 𝟔𝜽 𝒄𝒐𝒔 𝟓𝝓, 𝟎 ≤ 𝜽 ≤ 𝟐𝝅, 𝟎 ≤ 𝝓 ≤ 𝝅

𝑽 𝑫 = 
𝑫

𝒅𝑽 =  
𝟎

𝝅

 
𝟎

𝟐𝝅

 
𝟎

𝟏+  𝟏 𝟓𝒔𝒊𝒏 𝟔𝜽 𝒄𝒐𝒔 𝟓𝝓

𝝆𝟐𝒔𝒊𝒏𝝓 𝒅𝝆 𝒅𝜽 𝒅𝝓 =
𝟏𝟑𝟔𝝅

𝟗𝟗

𝒎د:مثال.6 = 𝒏او𝟔 = .راوړولاستهده،شويښودلېکشکل(8)پهچېحجمکُرېناهموارېلپاره𝟓

𝝆دجسمچېدا:حل = 𝟏 +  𝟏 𝟓 𝒔𝒊𝒏 𝟔𝜽 𝒄𝒐𝒔 𝟓𝝓پهنــــودی،شــویمحــصورواسطهپـــهسطحې

بیانېږيداسېکېمختصاتوکُروي

هًښييناهموارهًکرًُ: شکل. 8



29 2 .Moments and  Center of Mass

جسمًوېشنهًښيي𝑫د𝒎𝒌ً∆پهًکتلويًعناصروً: شکل. 9

I.

𝛅 =  𝑴 𝑽

𝜹 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝐥𝐢𝐦
∆𝑽→𝟎

∆𝑴

∆𝑽
(𝟏𝟑)

شکلًسرهًسمً( 9)امًکتلويًعنصرًکتلهًدً-𝒌دً
∆𝒎𝒌 = 𝜹(𝒙𝒌,𝒚𝒌,𝒛𝒌)∆𝑽𝒌

𝑴 = 𝑺𝒏 ≈  

𝒌=𝟏

𝒏

∆𝒎𝒌 =  

𝒌=𝟏

𝒏

𝜹 𝒙, 𝒚, 𝒛 ∆𝑽𝒌 (𝟏𝟒)

𝑴 = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝑺𝒏 = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

 

𝒌=𝟏

𝒏

∆𝒎𝒌 = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

 

𝒌=𝟏

𝒏

𝜹(𝒙, 𝒚, 𝒛)∆𝑽𝒌 (𝟏𝟓)

𝑴 = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

 

𝒌=𝟏

𝒏

𝜹(𝒙, 𝒚, 𝒛)∆𝑽𝒌 = 
𝑫

𝜹(𝒙, 𝒚, 𝒛)𝒅𝑽 (𝟏𝟔)
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پهزمـــرکدکتلېدجسمیودمـــومنټستاتیکي:

نودی،ضربحاصلفـــاصلېاوکتــلېدمومنټستاتیکيچېپوهېږو.کېږيکارولکېټاکلو

پهدیمساويمومنټلومړنیچاپېرپهمستوي𝒚𝒛د

𝑴𝒚𝒛 = 
𝑫

 𝒙
فاصله

𝜹 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽
کتله

(𝟏𝟕)

پهديمساويونهمومنټلومړنيچاپېرپهگانومستوي𝒙𝒚او𝒙𝒛دډول،ورتهپه

𝑴𝒙𝒛= 
𝑫

𝒚𝜹 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽 (𝟏𝟖)

𝑴𝒙𝒚 = 
𝑫

𝒛 𝜹 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽 (𝟏𝟗)

:ډولپهلګيبېدکېږي،ترلاسهواسطهپهمومنټلـومړنيدمرکزدکتلې:

𝑪.𝑴که ( 𝒙, 𝒚, 𝒛)راځيلاسپهداسېیېمختصاتنووي،مرکزکتلېدجسمیود

 𝒙 =
𝑴𝒚𝒛

𝑴
,  𝒚 =

𝑴𝒙𝒛

𝑴
,  𝒚 =

𝑴𝒙𝒚

𝑴
(𝟐𝟎)



31 :𝑹دڅخهخواښکتهلهثابت،یې𝜹کثافتچېمرکزکتليدجسمهغهدغواړو:مثال.7 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 ≤ 𝟒

𝒛دواسطهپهډسک = 𝒛دڅخهخواپورتهلهاوکېمستويپه𝟎 = 𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐دواسطهپهپارابولوئید

.کړوترلاسهوي،ېشوًمحدودسمسرهشکل(10)

.جسمًچېًدًډسکًاوًپارابولوئیدًپهًواسطهًمحدودًشویًدی: شکل. 10
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𝒙 :چېولیکوشوکولایڅخهشکللهاخیستنهګټهپهڅخهتناظرله:حل =  𝒚 = ترلاسهد𝒛 دنو،𝟎

یعنېکوو؛ترلاسه𝑴𝒙𝒚مومنټستاتیکيیالومړنیچاپېرپهيمستو𝒙𝒚ًدلومړیلپارهکولو

𝑴𝒙𝒚 = 
𝑫

𝒛 𝜹 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝑽

= 
𝑹

 
𝒛=𝟎

𝒛=𝟒−𝒙𝟐−𝒚𝟐

𝒛 𝒅𝒛 𝜹 𝒅𝒚 𝒅𝒙

= 
𝑹

𝒛𝟐

𝟐
𝒛=𝟎

𝒛=𝟒−𝒙𝟐−𝒚𝟐

𝜹 𝒅𝒚 𝒅𝒙

=
𝜹

𝟐
 
𝑹

𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐
𝟐
𝒅𝒚 𝒅𝒙

=
𝜹

𝟐
 
𝟎

𝟐𝝅

 
𝟎

𝟐

𝟒 − 𝒓𝟐
𝟐
𝒓 𝒅𝒓 𝒅𝜽 ; 𝒑𝒐𝒍𝒂𝒓 𝑪𝒐𝒐𝒓𝒅𝒊…

=
𝜹

𝟐
 
𝟎

𝟐𝝅

−
𝟏

𝟔
𝟒 − 𝒓𝟐

𝟑

𝒓=𝟎

𝒓=𝟐

𝒅𝜽

=
𝟏𝟔 𝜹

𝟑
 
𝟎

𝟐𝝅

𝒅𝜽 =
𝟑𝟐𝝅𝜹

𝟑
.
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پهًورتهًډول،ًدًجسمًکتلهًترلاسهًکوو

𝑴 = 
𝑫

𝜹 𝒅𝑽 = 
𝑹

 
𝒛=𝟎

𝒛=𝟒−𝒙𝟐−𝒚𝟐

𝒅𝒛 𝜹 𝒅𝒚 𝒅𝒙

= 𝜹 
𝑹

𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 𝒅𝒚 𝒅𝒙 = 𝜹 
𝟎

𝟐𝝅

 
𝟎

𝟐

𝟒 − 𝒓𝟐 𝒓 𝒅𝒓 𝒅𝜽

= 𝜹 
𝟎

𝟐𝝅

 
𝟎

𝟐

𝟒𝒓 − 𝒓𝟑 𝒅𝒓 𝒅𝜽 = 𝜹 
𝟎

𝟐𝝅

𝟐𝒓𝟐 −
𝒓𝟒

𝟒
𝟎

𝟐

𝒅𝜽

= 𝜹 
𝟎

𝟐𝝅

𝟒𝒅𝜽 = 𝟒𝜹 
𝟎

𝟐𝝅

𝒅𝜽 = 𝟒𝜹 𝟐𝝅 = 𝟖𝜹𝝅.

لهًدېًڅخهًپهًلاسًراوړوًچېًًًً

 𝒛 =
𝑴𝒙𝒚

𝑴
=

 𝟑𝟐𝝅𝜹 𝟑

𝟖𝜹𝝅
=  𝟒 𝟑 .

,𝑪.𝑴(𝟎,𝟎پهًپایًکېًدًجسمًدًکتلېًمرکزًنوً  𝟒 لهًبلهًپلوه،ًڅرنګهًچېًدًجسمًکثافتً. لاستهًراځی(𝟑
.ثابتًدی،ًنوًوایوًچېًدًکتلېًمرکزًدًجسمًهندسيًمرکزًًبللًکېږيًچېًدًتناظرًپهًمحورًپروتًدی



34
Moment of Inertia of a Solid

ثابتېيوېدذرهکوچنۍ𝒎کتلېيوېدچېکله.دیضربحاصلمربعفاصلېاوکتلېدمومنټعطالتي
.تعریفېږيداسېمومنټعطالتييېچاپېرپهکرښېدنوولري،فاصله𝒅دڅخهکرښې

𝑰 = 𝒎𝒅𝟐 = کتله فاصله
𝟐

(𝟐𝟏)

لهانتیګرالونوګونودرېدمحورپه𝒙دمومنټعطالتيجسمیودکېفضاپهسرهکتوپهتهتعریفپورتهنو
ولیکوداسېشوکولایمخې

𝑰𝒙 = 
𝑫

𝒚𝟐 + 𝒛𝟐

مربع فاصله

𝜹(𝒙, 𝒚, 𝒛)𝒅𝑽
کتله

(𝟐𝟐)

.محورونوًپهًچاپیرًداسېًلاستهًراځي𝒛او𝒚ًپهًهمدېًترتیبً

𝑰𝒚 = 
𝑫

𝒙𝟐 + 𝒛𝟐 𝜹(𝒙, 𝒚, 𝒛)𝒅𝑽 (𝟐𝟑)

𝒓𝟐محورًوي،ًنو𝒛ًد𝑳ًهمدارنګه،ًکهً = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐دیًاوًعطالتيًمومنټًيېًمساويًدیًپه

𝑰𝒛 = 
𝑫

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 𝜹(𝒙, 𝒚, 𝒛)𝒅𝑽 (𝟐𝟒)

اوًدًمبداءًپهًچاپېرًعطالتيًمومنټًمساويًدیًپه

𝑰𝟎 = 
𝑫

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 𝜹(𝒙, 𝒚, 𝒛)𝒅𝑽 (𝟐𝟓)
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ترلاسهًکړو،ًپه𝑰𝒛ًاو𝑰𝒚,𝑰𝒙ًًجسمًلپارهًشکلًسرهًسمًدًیوًمستطیلي( 11)ًًغواړوًچېًدً: مثال. 8

.ثابتًوي𝜹هغهًحالتًکېًچېًدًجسمًکثافتً

چېلرولپاره𝑰𝒙د:حل

𝑰𝒙 = 
𝑫

𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 𝜹(𝒙, 𝒚, 𝒛)𝒅𝑽 =  
 −𝒄 𝟐

 𝒄 𝟐

 
 −𝒃 𝟐

 𝒃 𝟐

 
 −𝒂 𝟐

 𝒂 𝟐

𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 𝜹 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒅𝒙𝒅𝒚𝒅𝒛

𝒚𝟐د + 𝒛𝟐 𝜹 𝒙,𝒚,𝒛دچېسرهکتوپهتهتابع𝒚,𝒙او𝒛چېځکهده،تابعجفتهیوهجنسهله
𝜹 𝒙,𝒚,𝒛𝟖اتوهلجسممستطیلي.وکړونظرصرفڅخهبرخوځینولهانتیګرالدشوکولایدی،ثابت
.لريشتونبرخهیوهکېربعههرهپهچېدیشویجوړڅخهبرخومتناظرو

ښييً( بلاک)ًجسمًمستطیلي: شکل. 11

42
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ترڅوکړو،ضربکې𝟖پهیېبیااوکړومحاسبهانتیګرالباندېبرخودغولهیوشوکولایموږ
یعنېراشي؛لاستهچاپېرپهمحور𝒙دمومنټعطالتيجسمټولدیاقیمت،مجموعي

𝑰𝒙 = 𝟖 
𝟎

 𝒄 𝟐

 
𝟎

 𝒃 𝟐

 
𝟎

 𝒂 𝟐

𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 𝜹 𝒅𝒙𝒅𝒚𝒅𝒛

= 𝟒𝒂𝜹 
𝟎

 𝒄 𝟐

 
𝟎

 𝒃 𝟐

𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 𝒅𝒚𝒅𝒛

= 𝟒𝒂𝜹 
𝟎

 𝒄 𝟐 𝒚𝟑

𝟑
+ 𝒛𝟐𝒚

𝒚=𝟎

𝒚=  𝒃 𝟐

𝒅𝒛

= 𝟒𝒂𝜹 
𝟎

 𝒄 𝟐 𝒃𝟑

𝟐𝟒
+
𝒛𝟐𝒃

𝟐
𝒅𝒛

= 𝟒𝒂𝜹
𝒃𝟑𝒄

𝟒𝟖
+
𝒄𝟑𝒃

𝟒𝟖
=
𝒂𝒃𝒄𝜹

𝟏𝟐
𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 ;

=
𝑴

𝟏𝟐
𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 ; 𝑴 = 𝒂𝒃𝒄𝜹

𝑰𝒚:ترلاسهًکوو؛ًیعنېهم𝑰𝒛ًاو𝑰𝒚ًپهًورتهًډول،ً =
𝑴

𝟏𝟐
𝒂𝟐 + 𝒄𝟐 , 𝑰𝒛 =

𝑴

𝟏𝟐
𝒂𝟐 + 𝒃𝟐

43
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برخېپورتنۍلهلريشعاع𝟓𝒄𝒎چېکاسهکُروېنیمهیوه:(حجماوبودکېکاسهکُروينیمهیوهپه)مسئله
.راړولاستهحجماوبودکېکاسهپهغواړوده،شویډکهسرهاوبو𝟑𝒄𝒎دڅخه
𝒛پهسرهسطحېلهاوبودکېمبداءپهتهمرکزکُرېد:حل = حجمداوبودلوريبلله.ورکووقرارکې𝟑−

𝟗کېمستويپه𝒙𝒚دارتسام = 𝟐𝟓 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 => 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = یوهشعاعپه𝟒𝒄𝒎دیعنېدی؛𝟏𝟔
پهدیمساويکېکاسهپهحجماوبودسرهکارولوپهمختصاتواستوانويدځایهدېلهنوده،دایره

𝑽 =  
𝟎

𝟐𝝅

 
𝟎

𝟒

 
− 𝟐𝟓−𝒓𝟐

−𝟑

𝒅𝒛 𝒓 𝒅𝒓 𝒅𝜽

=  
𝟎

𝟐𝝅

 
𝟎

𝟒

𝒓 𝟐𝟓 − 𝒓𝟐 − 𝟑𝒓 𝒅𝒓 𝒅𝜽

=  
𝟎

𝟐𝝅

−
𝟏

𝟑
𝟐𝟓 − 𝒓𝟐

𝟑
𝟐 −

𝟑

𝟐
𝒓𝟐

𝟎

𝟒

𝒅𝜽

=  
𝟎

𝟐𝝅

−
𝟏

𝟑
𝟗

𝟑
𝟐 − 𝟐𝟒 +

𝟏

𝟑
𝟐𝟓

𝟑
𝟐 𝒅𝜽

=  
𝟎

𝟐𝝅𝟐𝟔

𝟑
𝒅𝜽 =

𝟓𝟐𝝅

𝟑
.
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𝑭دړوواـــغ:مثال.9 = 𝒙,𝒚,𝒛 = 𝟐𝒛𝒊 + 𝒙𝒋 + 𝒚𝟐𝒌دانتیګرالسطحيتابعوکتوري

𝑺𝟏: 𝒛 = 𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐اوپارابولوئیډ𝒙𝒚مستوي𝑺𝟐: 𝒛 = دیېجسم𝑫دچېپرمخسطحو𝟎

.شمېروودی،کړیمحدودسمسرهشکل(12)

𝑵𝟏سطحېًلپارهًباندینیًنورمالًوکټور𝑺𝟏ًلهًشکلًڅخهًپوهېږوًچېًدً: حل = −𝒌ًًپهًداسېًحال،

سطحېًنورمالًوکټورًمساويًدیًپه𝑺𝟐کېًچېًدً

𝑵𝟐 =
𝟐𝒙𝒊 + 𝟐𝒚𝒋 + 𝒌

𝟒𝒙𝟐 + 𝟒𝒚𝟐 + 𝟏
.
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یعنېسطحوًپرمخًپهًبېلاًبېلًډولًسطحيًانتیګرالًلاستهًراوړوًاوًپایلېًيېًسرهًجمعًکوو؛𝑺𝟐ًاو𝑺𝟏ًنوًموږًدً

 
𝑺

𝑭 ∙ 𝑵𝒅𝑺 = 
𝑺𝟏

𝑭 ∙ 𝑵𝟏 𝒅𝑺 + 
𝑺𝟐

𝑭 ∙ 𝑵𝟐 𝒅𝑺

= 
𝑺𝟏

𝟐𝒛𝒊 + 𝒙𝒋 + 𝒚𝟐𝒌 −𝒌 𝒅𝑺 + 
𝑺𝟐

𝟐𝒛𝒊 + 𝒙𝒋 + 𝒚𝟐𝒌
𝟐𝒙𝒊 + 𝟐𝒚𝒋 + 𝒌

𝟒𝒙𝟐 + 𝟒𝒚𝟐 + 𝟏
𝒅𝑺

= 
𝑹

−𝒚𝟐 𝒅𝑨 + 
𝑹

𝟒𝒙𝒛 + 𝟐𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 𝒅𝑨

=  
−𝟐

𝟐

 
− 𝟒−𝒚𝟐

𝟒−𝒚𝟐

−𝒚𝟐 𝒅𝒙 𝒅𝒚 +  
−𝟐

𝟐

 
− 𝟒−𝒚𝟐

𝟒−𝒚𝟐

𝟒𝒙𝒛 + 𝟐𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 𝒅𝒙 𝒅𝒚

=  
−𝟐

𝟐

 
− 𝟒−𝒚𝟐

𝟒−𝒚𝟐

−𝒚𝟐 + 𝟒𝒙𝒛 + 𝟐𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 𝒅𝒙 𝒅𝒚

=  
−𝟐

𝟐

 
− 𝟒−𝒚𝟐

𝟒−𝒚𝟐

𝟒𝒙𝒛 + 𝟐𝒙𝒚 𝒅𝒙 𝒅𝒚 =  
−𝟐

𝟐

 
− 𝟒−𝒚𝟐

𝟒−𝒚𝟐

𝟒𝒙 𝟒 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝒚 𝒅𝒙 𝒅𝒚

=  
−𝟐

𝟐

 
− 𝟒−𝒚𝟐

𝟒−𝒚𝟐

𝟏𝟔𝒙 − 𝟒𝒙𝟑 − 𝟒𝒙𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝒚 𝒅𝒙 𝒅𝒚

=  
−𝟐

𝟐

𝟖𝒙𝟐 − 𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟐𝒚𝟐 + 𝒙𝟐𝒚
− 𝟒−𝒚𝟐

𝟒−𝒚𝟐
𝒅𝒚 =  

−𝟐

𝟐

𝟎 𝒅𝒚 = 𝟎.
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؛ًیعنېخوًدًډایورژنسًدًقضیېًلهًمخېًکولایًشوًپورتهًمثالًپهًډېرًلږًوختًاوًسادهًډولًمحاسبهًکړو

 
𝑺

𝑭 ∙ 𝒏 𝒅𝝈

𝑶𝒖𝒕𝒘𝒂𝒓𝒅 𝒇𝒍𝒖𝒙

=  
𝑫

𝜵 ∙ 𝑭 𝒅𝑽

𝑫𝒊𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆𝒏𝒄𝒆 𝑰𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒍

=  
𝑫

𝒅𝒊𝒗 𝑭 𝒅𝑽

𝑫𝒊𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆𝒏𝒄𝒆 𝑰𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒍

وړاندېًترًدېًچېًموږًنوموړيًقضیهًعمليًکړو،ًلومړیًدًوکټوريًتابعًډایورژنسًلاستهًراوړو

𝒅𝒊𝒗 𝑭 =
𝝏𝑴

𝝏𝒙
+
𝝏𝑵

𝝏𝒚
+
𝝏𝑷

𝝏𝒛

=
𝝏

𝝏𝒙
𝟐𝒛 +

𝝏

𝝏𝒚
𝒙 +

𝝏𝑷

𝝏𝒛
𝒚𝟐

= 𝟎 + 𝟎 + 𝟎 = 𝟎

 
𝑺

𝑭 ∙ 𝒏 𝒅𝑺 = 
𝑫

𝒅𝒊𝒗 𝑭 𝒅𝑽

= 
𝑫

𝟎 𝒅𝑽 = 𝟎
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لپارهمېرلوشدانتیګرالونوګونودرېدڅېرپهانتیګرالونوګونودوهاومعموليد.1
...کېږياخیستلکارڅخهتعریفلههغودلږډېر
دېچحجمونهجسمونوهغودشوکولایمرستهپهانتیگرالونوگونوېدرًد.2

...ويشويمحصورواسطهپهسطحومنحني

...مکوًحجمکُرېناهموارېدشوکولایمرستهپهانتیګرالونوګونودرېد.3

اوزیکيفځینېشوکولایمرستهپهانتیګرالونوګونودرېددې،پرسربېره.4
...کتله،:لکهکمیتونهمیخانیکي

برخولفومختپهانجنیرياوفزیکدېچمسایلستونزمنانتیګرالونوسطحيد.5
کتروالمیخانیک،سیالاتودډینامیک،سیالاتودالکتروستاتیک،لکهکې

...قضیېدډایورژنسدکېږيکارولکېډینامیکهایدرواومقناطیس
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:چېکوووړاندیزسرهکتوپهتهپایلورسالېڅېړنیزې-علميدېد

اواستوانويهپپرتلهپهمختصاتومستطیليدمسایلځینېانتیګرالونوګونودرېدچېاد.1

...بایدمسئلېډولدغهنوکېږي،محاسبهډولسادهپهکېمختصاتوکُروي

واسطهپهسطحومنحنيدچېويشويغوښتلحجمونهجسمونوهغودچېريکه.2

...ګونودرېلهبایدوي،شويمحصور

پهیېاوړلرًلاستهچېمومنټونهعطالتياوستاتیکيمرکز،کتلېدکتله،جسمونوهغود.3

...انتیګرالونوګونيدرېبایددي،نهممکنسرهانتیګرالونوګونودوهاومعمولي

انتیګرالونويسطحدمستقیما ًمحاسبهمسئلوپېچلواومغلقوځینېدانتیګرالونويسطحد.4

..قضيېلهډایورژنسدبایدکېصورتدېپهنوده،ستونزمنهمخېله
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Thanks from your Patience 

and Attention
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